
   

2.3-  Additivité  pâr  rapport  au  domaine  

d’intégration : 
 

Soit   𝐴 = 𝐴1⋃𝐴2   où  𝐴1  et   𝐴2    sont  

deux  parties  fermées  bornées  telles  

que : 

 

    𝜇 𝐴1⋂𝐴2 = 0.   
 



   

Alors : 

  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝐴  

 = 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝐴1 + 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝐴2  



   

3- Changement  de  variables : 

 

3.1- Théorème  général : 

Soit  𝑓 𝑥, 𝑦    une  fonction  continue  sur  

un  domaine  D  fermé  borné  en  

bijection  avec  un  domaine  ∆   fermé  

borné  tels  que : 

 



   ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐷:     𝑥 = 𝜑 𝑢, 𝑣    
  𝑒𝑡   𝑦 = 𝜓 𝑢, 𝑣        𝑜ù       𝑢, 𝑣 𝜖∆ 
 

 

Et 𝜑  et  𝜓   sont  de  classe  𝐶1 



   

Alors : 

  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝐷 = 

 𝑓 𝜑 𝑢, 𝑣 , 𝜓 𝑢, 𝑣   𝑗 𝜑, 𝜓 𝑢, 𝑣   𝑑𝑢𝑑𝑣∆  

 



   

Où   

   

𝑗 𝜑, 𝜓 𝑢, 𝑣 =  𝜕𝜑𝜕𝑢         𝜕𝜑𝜕𝑣  𝜕𝜓𝜕𝑢        𝜕𝜓𝜕𝑣  

 



   

3.2- Changement  de  variables  affine : 

 

3.2.1- Proposition : 

 

Si   ∶     𝑥 = 𝜑 𝑢, 𝑣 = 𝑥0 + 𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 
 

Et    𝑦 = 𝜓 𝑢, 𝑣 = 𝑦0 + 𝛾𝑢 + 𝛿𝑣 
 



   

Alors :     

 𝑗 𝜑, 𝜓 𝑢, 𝑣 =   𝛼         𝛽  𝛾           𝛿 = 𝛼𝛿 − 𝛾𝛽 

 



   

Par  suite: 

  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝐷 = 

 𝑓 𝜑 𝑢, 𝑣 , 𝜓 𝑢, 𝑣 𝛼𝛿 − 𝛾𝛽 𝑑𝑢𝑑𝑣∆  

 



   

3.2.2- Exemple : 

Calculons      𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦𝐷    où   

 𝐷 =  𝑥, 𝑦 𝜖ℝ2:    0 ≤ 𝑥 + 𝑦 ≤ 1     𝑒𝑡   − 1 ≤ 2𝑥 − 𝑦 ≤ 2      

 

est  un  parallélogramme. 

 



   

Posons :    𝑢 = 𝑥 + 𝑦         𝑒𝑡         𝑣 = 2𝑥 − 𝑦 
 

On  trouve  donc :   𝑥 = 𝜑 𝑢, 𝑣 = 13 𝑢 + 𝑣          
 𝑒𝑡       𝑦 = 𝜓 𝑢, 𝑣 = 13 2𝑢 − 𝑣  

 



   

Et  le  jacobien  est : 

 

𝑗 𝜑, 𝜓 𝑢, 𝑣 =  13           13  23        − 13 = −
13 

 



   

Grâce  à  ce  changement  de  variables,  

on  va  intégrer  sur  le  rectangle : 

 ∆=  𝑢, 𝑣 𝜖ℝ2:    0 ≤ 𝑢 ≤ 1     𝑒𝑡   − 1 ≤ 𝑣 ≤ 2  

 



   

D’où :  𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦𝐷  

= 19 𝑢 + 𝑣 2𝑢 − 𝑣 −13  𝑑𝑢𝑑𝑣∆  

 = − 127  2𝑢2 + 𝑢𝑣 − 𝑣2 𝑑𝑣2
−1 𝑑𝑢1

0  

 

 



   = − 127 6𝑢2 + 32𝑢 − 3 𝑑𝑢1
0  

 = − 127 2𝑢3 + 34𝑢2 − 3𝑢 01 
 = 1108 



   

3.3- Changement  de  variables  en  

coordonnées  polaires :   

 

3.3.1- Proposition :   

Soit  f  une  fonction  continue  sur  un  

domaine  D  fermé  borné 

 



   

en  bijection  avec  un  domaine  ∆   
fermé  borné  de   ℝ+ × 𝑎, 𝑎 + 2𝜋    

 

ou  𝑎𝜖ℝ  et  tels  que : 

 ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐷:     𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃    
 𝑒𝑡   𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃       𝑜ù       𝑟, 𝜃 𝜖∆ 
 



   

Alors :  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝐷  

 = 𝑓 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 r  𝑑𝑟𝑑𝜃∆  

 



   

3.3.2- Exemple  : 

 

Soit  𝐷 = 𝐷 𝑂, 𝑅   

     

et   ∆=  𝑟, 𝜃 :     0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅      𝑒𝑡         0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋  

 



   

On  a  bien :  

  ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐷:     𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃   
  𝑒𝑡   𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃       𝑜ù       𝑟, 𝜃 𝜖∆ 
 



   

D’où,  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝐷  =   𝑓 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 r  𝑑𝑟𝑅
0 𝑑𝜃2𝜋

0  

 

 



   

En  particulier,  pour   𝑓 𝑥, 𝑦 = 1    on  

a :  𝑑𝑥𝑑𝑦𝐷 =   r  𝑑𝑟𝑅
0 𝑑𝜃2𝜋

0  

 =  𝑑𝜃2𝜋
0  𝑟𝑑𝑟𝑅

0 = 𝜋𝑅2 
 



   

D’où,  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝐷  =   𝑓 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 r  𝑑𝑟𝑅
0 𝑑𝜃2𝜋

0  =   𝑓 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃2𝜋
0

𝑅
0 𝑟𝑑𝑟 



   

En  particulier,  pour   𝑓 𝑥, 𝑦 = 1    on  

a :  𝑑𝑥𝑑𝑦𝐷 =   r  𝑑𝑟𝑅
0 𝑑𝜃2𝜋

0  

 

 



   

C’est  l’aire  du  disque  D. 
 

4-  Calculs  des  Aires : 

 

4.1-  En  coordonnées  cartésiennes : 

 

4.1.1-  Exemple : 

 

 

 



   

Calculons  l’aire  du  domaine  ∆  délimité  

par  les  paraboles  d’équations :   𝑦 = 𝑥2    et    𝑦 = 𝑥 
 ∆=  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2:    0 ≤ 𝑥 ≤ 1     𝑒𝑡   𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥  

 



   

On  a  alors : 

 𝜇 ∆ = 𝑑𝑥𝑑𝑦∆  

 =   𝑑𝑦𝑥𝑥2 𝑑𝑥1
0  

 

 

 



   =  𝑥 − 𝑥2 𝑑𝑥1
0  

 = 23 𝑥3 − 13𝑥3 01 
 = 13 


